801.526 Asterosismoloji

Ders 3 :
Asterosismolojide Veri Analizi



“Asterosismik” Verinin Zorlugu - |

v Yildiz salinimlari bazi parametrelerin periyodik olarak degismesine neden olur Bu fiziksel
parametrelerin periyodik degisimi parlaklik, renk, dikine hiz ve tayfsal gizgi profilleri gibi gézlemsel
parametrelerde de periyodik degisimlere yol agar.

v Zaman serisi verinin analizi istatistikte ¢ok genis bir sekilde ele alinmigtir. Ancak teori “kesintisiz ve
es-zaman aralikli” veriye dayandidi icin yildiz salinimlarinin analizinde yetersiz kalabilmektedir.

v Astronomide elde edilen veri neredeyse her zaman arasinda bosluklar bulunan ve es-zaman
araliklarinda alinmamis bir veri setidir. Aradaki bosluklar gogunlukla “yalanci donemleri” de birlikte
getirir. Bu durumun temel sebepleri

v Sadece gece veri alinabilmesi,

v Dunya’nin Gunes etrafindaki hareketi nedeniyle “batmayan yildizlar” disindakilerin ancak
bazi mevsimlerde gozlenebilmeleri,

Ay’in evrelerine bagli olarak degisen gozlem programlari,
Sonlu poz sureleri

Cok renkli fotometri

R X <

Degisen hava kosullari



“Asterosismik” Verinin Zorlugu - Il

Her ne kadar bu konular da istatistikte ¢ok iyi ele alnimg olsa da astronomik verinin analizinde
kullanilmamasi onerilir. Cunku

v Bosluklarin dogru bir sekilde doldurulmasi i¢in salinim frekanslarinin deterministik bir diger
izlemesi (bogluk boyunca da bogluk 6ncesi ve sonrasindaki sekilde davranmasi) gerekir ki
astronomi gozlemlerinde bunu boyle varsaymak genellikle dogru degildir.

v Cogu zaman “kayip veri”, elde olandan daha fazladir. Sinyalin yeniden olusturulabilmesi (ing.
reconstruction) yeterli gdozlemin olmadigi bu durumda (ing. low duty cycle) mumkun olmaz.

Astronomide genellikle es aralikla alinmamisg, aralarinda bosluklar ve Uzerinde ciddi hatalar
bulunan yetersiz gozlemsel veri ile ugrasilir.
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En Kucuk Kareler Yontemiyle Harmonik Analiz - |
Harmonic Analysis by Least Squares

x(t) = x, t zamanlarinda oalinmig gézlemsel veriler olmak tzere, en kiguk kareler yonteminde amag bu
gozlemsel veriyi

X(t) =2 a cos [2mv, (t —T)] + b, sin 2TV (t —T)]+cC, + €

seklinde Ifade etmektir. Burada toplam [1,M] araliginda alinir ve

v M : Salinim modlarinin sayisini,
vV, : k. modun frekansini,

vV T : referans zamani (epoch),

v a, b, c :fit parametrelerini,

v £ : 0lgum hatalarini

gosterir. Amag her bir k salinim modu igin v,'yi ve a,, b,, ¢, fit parametrelerin hesaplamaktir.

Tek bir mod i¢in frekans hesabi:

M=1,a, =a, b, =bvec, =colmak Uzere her bir v test frekansi igin a, b ve ¢ katsayilari hesaplanir ve
hesaplanan x° ile gozlenen x. arasindaki farklar hesaplanir. En iyi frekans bu farklarin minimize oldugu
frekanstir. Olasilik fonksiyonu (ing. likelihood function)

L=2%{x - (acos [2mv(t —T)] + b sin [2TTv(t —T)] + C)}?

fonksiyonunu minimize ederek bu amaca ulasmak mumkundur.



En Kicuk Kareler Yontemiyle Harmonik Analiz - 1l

x=Acos{2m[v(t—T)]+0]}+C
seklinde de Ifade edilebileceginden a , b, ve c,_katsayilarini hesaplamak ile

v A: Genlik
v 0: Evre
v C: Kayma (offset)

katsayilarini hesaplamak ayni seydir.
A= a%+ b?ve 20 = arctan (-b / a)

oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu algoritma sonunda buldugumuz frekansin verideki degisim agiklamaktaki
basarisi varyans kesri parametresi ile blirlenir.

fv=z{xi_ACOS{ZT[[V(ti_T)]+6]}+C}2/Z(Xi_x )2= _L/Z(Xi_xortalama)2

ortalama

Yildizda kag frekansin oldugu dnceden bilinmedigdi icin M de bulunmasi gereken bir parametredir. Bu nedenle
bulunan her bir frekans veriden ayiklanip (6n yikama: prewhitening), iteratif bir yontemle diger ¢ozumler aranir.
Bu ¢6zim dogasi geregi veri tarafindan dikte edilir. Bdyle bir ydntem model-tabanli bir yonteme goére
dezavantajlidir.

Bu surec¢ her seferinde daha once bulunmus tum frekanslari fiksleyip, genlik ve evrelerini serbest birakarak
tekrar en kuguk kareler yontemiyle fit yaparak iyilestirilebilir. Burda fikse edilen bilesen “bilinen” (ing. known
constituent) bilesenler, serbest birakilanlar ise “bilinmeyen” (ing. unknown constituents) bilesenler olarak
adlandirihir. Bu ikinci tip bilesenler verideki sistematik guraltinun yani sira rastgele gurultinan de kaynagidir.
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Sicim Uzunlugu Yontemi - Il

Bir v(vj) test frekans uzayindan (gridinden) segilen her bir v, test Frekansi icin x(t) goézlemsel verisine
karsiik @, = @(t) evresi hesap edilir. Bu evreler kigikten biylde siralanir ve denen her frekans icin
(ing. string length) parametresi hesaplanir.
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Evre Dagilimi Minimizasyonu
(Phase Dispersion Minimization)

B tane aralik (bin) igin V> ve V 2 parametreleri asagidaki sekilde tanimlandiginda V2 = V2 + V 2 oldugu
gorular.

T

B
VE=) V}
Jj=1

Yani her bir aralikta yer alan olgimlerin araligin ortalamasindan fark kareler toplaminin (VJ?) toplami ile
(Vg?) ile her bir araligin ortalamasi ()?j) ile tim veri setinin ortalamasinin (x) arasindaki farkin karesinin
her bir araliktaki 6lgiim sayilari ile garpiminnin toplami (V ?), veri setindeki her bir 6lglimin tim veri (x)
setinin ortalamasindan (x) fark karelerinin toplamina (V2) esittir.

Bu su anlama gelir: aralik ortalamalari (?J.) ile tiim veri setinin ortalamasi (x) arasindki fark, test frekansi

(v) verinin icinde bulunmadigi vakit kuguk olur. Bir bagka deyisle “Eger test frekansi verinin gergek
degisimi ile uyumlu degilse bu frekansa gore belirlenen araliklar i¢in ortalama gozlemsel deger ile tUm
veri seti igin verilen ortalama deger arasindaki fark kiguk olmalidir.”. Bu durumda V = << V* (V 2 ~ \V?)
olur. Aralik ortalamalari ile tim veri setinin ortalamasi arasindaki fark, test frekansi veri igcinde bulundugu
zaman ise maksimum olur. Yani “Eger test frekansi verinin gercek degisimini ifade ediyor ise araliklar
icin ortalama deger ile tum veri icin verilen ortalama deger birbirinden ¢ok farkli olur”. Bu durumda ise
V> ~ V7 olur. Bu nedenle degisim frekansinin en olasi degeri V ? ‘nin maksimum (dolayisi ile V;? 'nin

minimum) oldugu frekans degeridir.



Evre Dagilimi Minimizasyonu
(Phase Dispersion Minimization)

Her ne kadar bu yontemin temelini olustursa da her araliga 6lgum dismesinin bir garantisi olmadigi gibi,
aralarinda ciddi zaman farkliliklari bulunan az sayida veri dusme ihtimali de olabilir. Bundan kaginmak
icin; tum evre diyagrami B tane araliga ayrildiktan sonra (her birinin uzunlugu 1 / B), her bir aralik her
defasinda 1/ (B x C) kadar kaydirilarak araliklara ayirma igi C defa tekrarlanir. Boylece evre diyagrami
C kez kapsanmis olur ve her bir bolumlemeye (partition) B adet aralik (bin) duser ve her gdézlem mutlaka
bir araliga digmus olur. C adet bolumleme igin toplam aralik sayisi B, = B x C olmak lzere,

Be Be
>N 1) ‘*f) / Z Nj — B(')

Oppm = ~
(Z (e TV)/ (N —1)
=1
N;
1 R -
olarak tanimlanir. Burada s, . ; il oldugundan O, parametresi ,
W —i
Be
Iy_ﬁ)c / Z _\T}, an B(' o B x
e — - V5,/C(N - B)
~“PDM — 1?_}/ (4‘\* o l) o I’j/ (‘\’ e l)

seklinde ifade edilebilir. ©,,,, minimum oldugunda V. de minimum olur ve aranan frekans bulunmus
olur. Eger v test frekansi verinin gergek degisimi ile uyumlu deglse ©_,, ~ 1 bulunur.



Evre Dagilimi Minimizasyonu
(Phase Dispersion Minimization)

C ne kadar buyuk olursa (yani ne kadar ¢cok boliumleme yaplilirsa) gergek frekansi bulma sansi da hesap
maliyeti de o kadar artar. Aralik sayisinin (B) tipik degeri (5 — 20), bélimleme sayisinin (C) tipik dederi

ise 1 — 10 arasinda degisir.
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B =10, C = 2 igin frekansa bagli olarak ©__,, parametresinin degisimi

Daha once verdigimiz O (sicim uzunlugu) ile karsilastirildiginda ©_,, istatistiginin daha “temiz” bir
istatistik oldugu gordllyor. ©_,,, verinin her bir araliktaki ortalamasinin tim verinin ortalamasina gore
dagilimini verdigi igin tUm evre diyagrami Uzerinde bir noktadan digerine dagilimi minimimize etmeye
dayanan sicim uzunlugu parametresine (Q, ) gore daha “temiz” bir parametredir.



Parametrik Frekans Analizi Yontemleri

Bu yontemler temelde kosinus ve sinus fonksiyonlarinin kombinasyonlarina dayanan Fourier analiz
yontemleridir. TUm duzgun degisen fonksiyonlar Fourier fonksiyonlari ile temsil edilebilecedi i¢in duzgin
degisim iceren surekli verinin analizinde oldukg¢a basarildir.

Tum Fourier transform yontemlerinde test frekansi gergek frekansa ulastiginda maksimum veren bir
fonksiyon kullanilir. Bu fonksiyonun frekansa gore grafigi periodogram olarak adlandirilir.

Fourier Serileri

T donemle kendini tekrar eden fonksiyonlara periyodik fonksiyonlar denir — f (t + T) = f(t). T periyoduna
sahip Fourier Serisi, frekansi v = 1 / T temel frekansinin tam katlari olan sintsoidal fonksiyonlarin
sonsuz toplamidir.
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a_ve b_katsayilari periyodik fonksiyonun y eksenindeki kayma miktarini (a,) ve farkli frekanstaki her bir

sinUs — kosinus fonksiyonuna verilecek agirligi belirler. Dolayisi ile periyodik fonksiyonu Fourier serisine
acmak, bu katsayilari belirlemektir. Birinci katsay1 fonksiyonun ortalama degeridir.
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Oy = %J‘ f(n)dr
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Fourier Serileri

a, = 0.5 oldugunu gérmek fonksiyonun ortalama degerini integral formullyle hesaplamaktan ¢ok daha kolaydir.
Tum a_ = 0 oldugu integrali almadan da gordlebilir, zira kare dalga (-3T/2, -T), (-T/2,0), (T/2, T) ... araliklarinda
0’a, diger araliklarda 1’e esittir. Diger bir deyigsle f(t) = f(-t) oldugundan f tek fonksiyondur.

Kare dalga 6rneginde Fourier serisini ilk iki terim (a, = 0 ve b, = 2/ m) alindiginda altta solda, Ug terimi (a,, b, b,)
alindiginda ise sagda gorulen fonksiyon elde ediliilr.
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Serinin ilk 7 terimi alindiginda ise asagida graifgi gorulen seri elde edilir.
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f@®= cos(4m‘)

17 L
c, =;{f(t)e T dt
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Fourier Donusumleri

Fourier serileri bize herhangi periyodik bir fonksiyonu sindsoidal fonksiyonlara donustlirmeyi ogretti.
Fourier donusumleri bu fikir alir ve periyodik olmayan fonksiyonlara da uygular. Boylece tum
fonksiyonlarin sinusoidal fonksiyonlarin toplami seklinde ifade edilmesini saglar.

0

F {e®}=6() = [ee"di

-0

Fourier donisuimu sonucunda elde edilen G(f) fonksiyonu zamanin (t) degil frekansin (f) bir fonksyonu
olup g(t) fonksiyonunun f frekansindaki gtucunu gosterir. G(f), g(t)'nin “spektrumu” olarak da adlandirilir.
g(t) fonksiyonuna G(f) fonksiyonundan ters Fourier dontsumd ile gegilir.
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G(f) ve g(t) bir olarak adlandirilir.
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Flegty+e,h(t)} = ¢ G(f) +c,H(f)

G gt +c,h(D)} = j'clg(r)e-‘wdn j'czh(t)e"wdr

=c _[' g(De M dt +c, f h(t)e > dt

=c,G(f)+c,H(f)

F {st-a)} = [t - a)e ™ at

= f g(u)e -idnf(u+a ]du

- gt j.g(u)e"'?“ﬁ‘du
- e G(f)




gO)*h(t) = [ g(D)h(t-r)dr F e ()} = GUNH(S)

F @)} =GN *H(f)

[lewfds = [IG(HTar

T {g®)}=G(f) = ig(r)e‘“@*df F{G()} = g(-f)



Kaynaklar

www.thefouriertransform.com
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