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Evren nedir, nasil bir yerdir ve biz nasil olustuk? — Dinler ve Felsefe!
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Kozmoloji

CoSMoLOGY MARCHES ON
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Evren nasil olustu ve nasil calisiyor? -» Nedensellestirme ve Bilim!
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Dis Cemberlerle Retrograd Hareketi Aciklama Cabasi
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Dis gernber  sasztin ters yandnde démerken, Tasivicr cernber sast wénlnin tersine [(1'den 7'ye
rmerkezi de tasiyvicr gemberin Gzerinde saat dodru)l hareket etrmektedin Ancak dis gemberi-
yaninin tersine dolammaktadirn s gemberin hareketi nedemivle bilesik hareket 2 ile =
iz F2've gdre sabittin Bilesik hareket sagdaki  arasinda ters wénlGdir iretrograd).

sekilde gérilmekteadir.

Appolonius, dis cember kullanarak geri
yonlu (retrograd) hareketi, Yer'i merkezden
alip, dis cemberin merkezinin hareketini
diger odaga gore sabit yaparak sabit hizla
gerceklesmeyen hareketi de basariyla
aciklamis oldu. Ama teorisi hala gezegen
gozlemlerinde ulasilan bazi gozlemsel

sonuclari aciklayamiyordu. Batlamyus (Ptolemy) (90 - 168) bu problemi
iki dis cember kullanarak gidermeye calisti.

Gezegen

Perge'li Appolonius (MO 262 - 190)



Gunes Merkezli Evren Model;

Boylece Mars ve : Joprra ommi
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Tycho Brahé (1546 - 1601)
Melez Yer-Gunes Merkezli Evren Modeli

Syftema mazimarum vniverficatis”
partium cx fententia Martiani
Capellx.

Tycho gelmis gecmis en iyi
gozlemcilerden biri (belki de
birincisi oldugu halde)
Dunya'nin Gunes cevresinde
dolanmasi durumunda
yildizlarin paralaktik hareket
gostermesini bekledigi halde
bunu gézleyemedigi icin melez
bir modele yoneldi. Eksik olan
onun gozlemleri degil,
paralaktik hareketi 6lcecek
teknolojiye (teleskop!) henlz
ulasilamamis olmasiydi...




YORUNGE DONEMI - KAVUSUM DONEM}

Bir dis gezegenin
yOrungesi

Karsilkonum

Karsilonum

i

Dunya yorungesinin iginde bir yériingeye
sahip gezegen icin i¢c kavusum kosulu;

1 1 1
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P E S
(tlretiniz...)

Kavusum Donemi (S): GOk cisminin ayni
konfigtrasyonda arka arkaya iki dizilisi
arasindaki sire. (Ornegin iki karsikonum ya
da iki i¢ kavusum)

Yortinge Donemi: Bir gezegenin Glnes
etrafinda bir tam turunu attigi sure.

P: Gezegenin yoringe doénemi

E: Dlnyanin yoringe dénemi (365.25 gtin)

S: Kavusum ddnemi (gtn cinsiden)

Dunyanin bir gtiinde yoringesi lzerinde katettgi

acisal yol 360 / E; dis gezegenin bir glinde

yorungesi Uzerinde katettgi acisal yol 360 / P

olmak lzere; iki karsikonum arasinda her iki

cismin aldigi acisal yol (Dunyanin bu sirada dis

gezegene tur bindirecegi bu nedenle de 360

derece daha fazla acisal yol alacagi aciktir):
360 360

TXS+3602?XS

Her iki taraf 360xS ‘ye boltndrse dis
gezegen icin karsikonum kosulu;

1 1 1
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Johannes Kepler (1571 - 1630)

v Gunes merkezli modelde Glines (S) hareketsiz! Yer yoriingesi Mars yoriingesi

v Baslangig: Karsikonum (Yer, Mars ve Glnes ayni hizada) (E, -
M,). Glnes batarken Mars doguyor!

v 1 Mars yili (687 gin) = 1.88 Yer yorungesi (E, - M,).
(Kavusum donemi (S) bilindiginden P, hesaplanabilir)

v Daha sonra gokyuzunde Gunes batarken Mars'in bir Mars yili
oncesine gore konumunu olgerseniz (M,), Mars ile Yer'in

konumlari arasindaki aciy1 (uzanim acisi) 6lcmus olursunuz
(SE,M. acisi).

v DUnya'nin dolanma periyodunu bildginiz icin DlUnya’nin iki
konumu arasindaki 432 fark (E,SE, agisi) hesapla bulunabilir.

v Artik Gggenin iki agisini biliyorsunuz, E;M.S acisini kolaylikla hesaplayabilirsiniz. Bu size
Yer'in (E,) ve Mars'in (M,) yordngeleri Gzerindeki konumlari verir.

v Bu islemi defalarca yaparsiniz, hem Yer'in hem de Mars'in yorungelerinin tamamini
kapsayarak yoringe geometrilerini cikarabilirsiniz.



Kepler Yasalari

Boylece Kepler, Mars ve Yer'in (Brahe tarafindan yapilan) yoringe
gb6zlemlerinden bugin “Kepler Yasalar” adini verdigimiz su 3 gézlemsel
(empirik) sonucu cikardi.

1. Gezegenlerin yorungeleri odaklarindan birinde
Gunes bulunan bir elips seklindedir.

2. Gezegenler yorungeleri Uzerinde esit zaman
araliklarinda esit alanlar tararlar.

3. Gezegenlerin yorunge buyuklukleri (ktp() ile
donemleri (karesi) arasinda bir oranti vardir.




1. Kepler Yasasi: Elips Formalizmi

Kutupsal Koordinatlar

FSP Ucgeninde kosinus teoremini uygulayalim
(r')2=r>+|FS|>—- 2 r |FS| cos(FSP)

cos(FSP) = cos(m-6) = - cos(0),
|[FS| = 2ae
r=2a-r

Yerine koyacak olursak,
(r)?=r>+ (2ae)*— 2 r (2ae) (- cos(0))

a: Yari-bUyuk eksen uzunlugu,
b: Yari-klicuk eksen uzunlugu, _
e: Dis merkezlilik (eksantrisite), (2a B r)z =r’+ (Zae)2 +2r (Zae) COS(G)
F,S: Elipsin odaklarri,

r, ©: Kutupsal koordinatlar,
X, y: Kartezyen koordinatlar

Simdi r'yi cekelim,

r=a(l-e?)/(1+ecosh)} (2)

FCB uUcgeninde Pisagor teoremi gereqi,
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I 2 cisim problemi
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Her iki kitle icin Newton yasasini asagidaki sekilde yazabilirsiniz
mym, . mym,

2 F,=m,r,=—G

r r

Bu denklemlerii basitlestirecek olursak

F, =mr =G

F=G—T F,=—G—T
r r
Asagidaki ¢cikarma islemi ile bu iki ifadeyi taraf tarafa cikaralim
. m,+m, e .
r,—r=—G———r ve F=r,—r, F+G

3
r r

r vektoruyle esitligin her iki tarafin vektorel carpacak oursak

m.+m
1 2 -
3 r=0

Acisal
m+m,._ o . > T
—)FxF=0 ——®» TFxi=0 ——» Trxr=h momentum
r integrali

Fxi+(G



Bu sonucun anlami...

™~ Gezegen
Yildiz © v
4

Yoriinge hareketi sirasinda bir gezegenin (m,) konum ve hiz vektdrleri ayni dizlem Gzerinde
ve birbirlerine diktir. Momentum integralinin sabiti (h) ise bu her iki vektore de diktir!



isleme kutupsal koordinatlarda devam etmeliyiz.

P=cos(0)x+sin(B)y —» F=(—sin(0)x+cos(0)7)(0) —» F=6(0)

r vektorinu agik yazip, tirevini alacak olursak

F=rf — w» r=if+rfo

elde ederiz. Simdi bu ifadenin ikinci tlrevini alip bilinmeyenleri yerine koyalim
FoiPi PO+ 00+r00+r00

F=#(cos(0)x+sin(0) y)+7(—sin(0)&+cos(8) §)0+F(—sin(8)x+cos(0) §)0+r(—cos(8)x—sin(0) )0 6+r(—sin(6) & +cos(6) )6
Simdi bu cirkin ifadeyi biraz sadelestirelim.

5

F=(cos(0)x+sin(0))(F—r(0)?)+(—sin (6) k+cos(0) ) (F O+7 O+r)
1d

F=(r—re)p(2r6+r8)e e F=(Poro?)Fe 2 (r0)0

Simdi r vektdrunu ve turevini agisal momentum integralinde yerine koyalim
rex(irf+r60)=h ——» r*orxH=nh

r ve 0 birim vektdrlerini yerine koyalim
r’8(cos(8)x+sin(0)y)x(—sin(6)x+cos(0)y)=h
r’6(cos’(8)z+sin’(6)z)=h — » h=r’0



2. Kepler Yasasi:
“Birim zamanda taranan alan sabittir (dA / dt = C)”

Yorunge hareketi icin;

“Birim zamanda taranan alan sabittir” —
“Acisal momentum korunur”

Ar = (PP') yayinin uzunlugu rA6 kadardir.
Bu yay r'ye gore cok kucuk oldugu icin,
CPP' bir ucgen olarak varsayilabilir.
Bu durumda bu Ucgenin alani AA

AA=Yr Ar=%1r2 AB
Her iki tarafin zamana gore tlrevini alirsak
AA At =212 AB [ At

Diferansiyel formda yazacak olursak

dA/dt=%r2de/dt=C=h/2 | (4)

J: acisal, p cizgisel momentum o.U.
J=rxp=rxmv
J=rmAr/At=mr (rA8 / At)

J=mr2(AB/At) = 2mC = sabit | (5)

Ayni sekilde yine sag taraf sabit oldugu icin
acisal momentum da sabittir!



© Michael Zingale,
http://zingale.github.io/astro_animations/




Denklemlerle “oynamayi” surdurelim!

m,+m,

Hareket denklemi: F+G———T7=0

r
Bu kez ivme vektorinu o ova A aan m;+m,
yerine koyalim > (F—r0)F+(r0+270)0=—G—

r
r=(F—r0°)F+(r6+276)6

m,+m,

Esitligin sag tarafina 00 ekleyelim (F—r0®)7+(r6+270)0=—G ———=F+0%0
r

sag ve sol taraftaki terimleri karsiikli (3 _.g2)p= g mrm, . ve (r6+276)0=0%0
olarak esitleyelim r
m,+m,

Sonug olarak  F—rf*=—G——
r

diferansiyel denklemini elde ederiz. Hareket denklemini c6zmek ve gezegenin
konumunu, hizini ve ivmesini elde etmek icin bu denklemi ¢c6zmeliyiz. Buradaki
zorluk r ve 8 ‘nin zamanin birer fonksiyonu olmasiyla birlikte r ‘nin 8’ya da bagl
olmasidir!



Cozum icin momentum integraline
tekrar donmeliyiz...

Acisal momentum integralini hatirlayacak olursak
h=|F xF|=|(rcos(0)x+rsin(0)y) x(#(cos(6) x+sin (0) y )+r(—sin(6)x+cos(8) y))6|=r’6z

©’nin turevini gekersek 9:% > é:_zggr:—(”’:)
r (r) r
Tdrev i¢in zincir kuralini uygulayacak olursak;
. dr d’r .- dr -
= 0 > = Ll
I 70 r d62(6)+d66
. e m,+m, dzr .\ dr - SN2 m,+m,
Fr—ro=—G rz —> W(B) EB—F(B) =—G r2

Simdi 8’nin birinci ve ikinci tdrevi icin bulduklarimizi yerlerine koyalim

d’r h\® dr ,—2hr h\° m,+m, W d’r _ F dr m,+m,
—— — —r|l—) =— — > — — - B g
62(r2)+d6( r’ ) r(rz) - r4(d62 2 5ae 176 r’
W, d’r . (drldo)
_4( 2_2( ) _r):_ 2
r-do r r

m,+m,




Bu denklemi ¢cozmek icin bir degisken degisimine ihtiyacimiz var. r = 1 / u olmak tzere,

B dr _ ,1,du d’r 2. du 1, du
=l oL 2y 1y

Bir 6nceki sayfada buldugumuz her seyi burada yerine koyacak olursak

() [(2)( 8y Ly o (2L )

u?de’ Tyt de’ u® do
) ) ) . ) dzu _
Denklem yandaki sekilde basitlesir: h (E+u)——G(m1+ m,)

Bu tur diferansiyel denklemlere Binet denklemleri denir ve ¢ozimleri asagidaki gibidir...

G(m1+m2)

u= (1+ecos(0—w)) h2

2
h p=

G(m1+m2)

h:\/(pG(m1+m2))

r =1/ udoéndsumuini tekrar yapar ve yeni bir degisken (p) tanimlarsak

Konum vektorinide r= p olarak elde ederiz.

_1+ecos(€)—w)




Kepler'in 3. Yasasi

Buldugumuz konum vektori r, geometirik olarak konik kesitleri adi verilen bir egri ailesini
tanimlar. Herhangi bir sistem icin egrinin ne olacagini baslangi¢ kosullar belirler.0 < e < 1 icin
egri bir elipstir ve p parametresi p = a(1 — €?) olur.

___a(l—e)
_1+ecos(8—m)

Bu bizi Kepler'in 1. Yasasi’na getirdi. Yortingenin elips oldugunu bildigimizden integralin
sabitlerini (e ve w) geometrik olarak tanimlayabiliriz. 8, gercel anomali, w ise enberinin boylami
adlarini alr.

O=w-r_=a(l-e)(enberjveb=w+m - r__=a(l+e)(endte) olur

Simdi elipsin alanini yazalim

hT
2

apoapse
A

r1
A=mab=[ dA=[ S hdi=
0

2nab:>Tz: 41’ 3

=" G (my+my)

reference

direction



Kepler'in 3. Yasasi:
“Gezegenlerin Yorunge Buyuklukleri ile Donemleri Orantilidir!”

Uclincli yasa da aslinda
gozlemsel (empirik) bir sonuctur.
Gezegenlerin yorunge
buyukltklerinin (yari-buyuk eksen
uzunluklarinin) kareleri, dolanma
donemlerinin klplerine karsilik
cizdirildiginde aralarinda lineer bir
iliskinin oldugu goralur.

43132 (13
G(m1+m2)

p’=

Seklinde ifade edilen bu iliskide;
P [yil], a[AB], M[M ] secilirse

GUnes

P> = a’

bulunur.

Cube of Semimajor Axis (AU?)
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Square of Orbital Period (yr ?)



Sonuc olarak...

Gezegenin yoringe déneminin (P); dis merkezliliginden (e) bagimsiz ve toplam kditle (m_ +
m,) ile yildiza olan uzakligin (ya da yortnge buyuklaginin, a) bir fonksiyonu oldugnu
bulduk. “Tur sayisI” parametresini (n) asagidaki sekilde tanimlayacak olursak.

nzzTn ise G(m,+m,)=n’a’ yada h=y(G(m,+m,)a(1-e’))=na*/(1-¢’)

Simdi yine hareket denklemini kullanarak gezegenin hizini bulalim:

F+G(ml:m2)?20
r

Denklemin her iki tarafinin r’nin tireviyle skaler ¢carpacak olursak

f.f+G(m12+m2)f:o.r
r

ve bu ifadeyi t kadar bir stre icin integre edecek olursak

G(m,+m G(m,+m is-viva | '
%fj_ ( 1r J_c %VZ— ( : ) Vis-viva integrali

Gezegenin enerjisi yortinge boyunca korunur!



Kepler Problemi

Yortingenin uzaydaki konumunun (&) degismedigini varsayacak olursak 6 = @ +v

O=v=Vi=r.r=r’(v)

_a(1=¢’) __ rvesin(v) . na .
r= > = 5 > r——zesm(v)
. na 2 I’IZCI2 2
rv=———/(1+ecos(v)) — » V'=——5(1+2ecos(v)+e’)
(1—e”) 1—e
2 1
V2:G<m1+m2)(F_g)

Boylece gezegenin konumu ve ivmesinin yani sira hizini da hesaplamis olduk. Ancak bu
parametrelerin hepsini zamanin degil gercel anomali acgisinin (0) birer fonksiyonu olarak
bulmus olduk.

CoOzumu gercel anomalinin degil zamanin bir fonksiyonu olarak bulmak icin Kepler Problem’ini,
cOzmeliyiz.



Kepler Probleminin Cozumu

2 cisim problemini gercel anomalinin bir fonksiyonu olarak ¢6zdik. Simdi sira zamana bagimhlig
elde etmeye geldi. BOylece gezegenin bir t aninda nerede, hangi hizda ve hangi ivmeyle hareket
ettigini de anlamis, yani hareket denkleminin tam bir ¢6zimunu elde etmis olacagiz.

_ 0(1_32) rv=—2"9 (1+ecos(v
r_1+ecos(\/) - m(l ( ))
V=G (m+m,)(2—=)

o 23,2 1 nza4(1—€2) ._na\/ 2 2 2
r’=n‘a’(£—=)- . —» F=—/(a’e"—(r—a)’)
r a r r
Bu denklemi ¢ozmek icin eksantrik anomali (E) adini verdigimiz yeni bir parametre
tanimlamaya ihtiyacimiz olacak.

r=a(1—ecos(E))

Cozmemiz gereken denklemi r yerine E E= M

021 _ M: .
cinsinden yazacak olursak; (1—ecos(E)) ortalama anomal

f(t — T,) = E — esink seklindeki ifade ve tam katlari; M =n (t - T ) (n bir tam say1 olmak
Uzere) icin bu denklemi ¢cozer.



I Ortalama (M) ve Eksantrik Ayriklik (Anomali)

Taswyicl Cember

Elips



Kepler Denkleminin Cozumu

t="T, (enberi gegisi) ve v=0alinirsaM =0
t=T,+T/2vev=micinise M =1, yani M = E — esinE

Bu ifade analitik olarak ¢Ozillemez ve su sekilde bir yol izlenir,

1) M bulunur M=n(t-T,)
2) M kullanilarak E bulunur ~ M =E—esin(E)

3) E kullanilarak r'ye gegili. ~ r=a(1—ecos(E))

2
4) v (gergek anomali) . a(l-e’)
1+ecos(v)

Bu algoritma size tam ¢O6zUmu verecektir. Algoritmanin ikinci basamagi sadece nimerik

olarak ¢ozulebilir. Ayrinti icin bkz. Danby (1988).
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